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摘  要: 为了更好地提高对二维点云数据的 Delaunay 构网效率, 并充分考虑点云数据规模庞大、分布多样的特点, 提

出一种 Hilbert 曲线与多重网格划分相结合的算法. 首先通过多重网格划分解决规则网格对非均匀点集划分程度无法

统一的问题; 其次通过添加控制点和采用 Hilbert 曲线顺序遍历网格的方式, 避免逐行遍历网格时产生大量需要重复

创建和删除的狭长三角形的情况; 最后通过调整相邻网格间 Hilbert 曲线遍历顺序, 避免遍历过程的“跳跃”现象, 降

低相邻网格插入点的点定位搜索步长. 实验结果表明, 与 CGAL、规则网格和多重网格划分算法相比, 该算法的构网

效率对于分布均匀和非均匀的点云数据都有明显提升. 
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Rapid 2D Delaunay Triangulation Algorithm for Random Distributed Point 
Cloud Data 

Wang Wen1), Su Tianyun2)*, and Wang Guoyu1) 
1) (College of Information Science and Engineering, Ocean University of China, Qingdao  266100) 
2) (Marine Information and Computation Center, First Institute of Oceanography, State Oceanic Administration, Qingdao  266061) 

Abstract: Given the enormous scale and diverse distribution of 2D point cloud data, a multi-grid combined 

with Hilbert curve insertion algorithm is proposed for improving the efficiency of Delaunay Triangulation. 

First of all, the division problem caused by regular grid insertion scheme for non-uniform distributed point 

set can be resolved by the multi-grid one. Then, a large amount of conflicting elongated triangles, which 

have to be created and deleted many times, can be avoided by adding control points and adopting Hilbert 

curve traversing grids. Lastly, searching steps for positioning inserting point can be reduced by adjusting the 

Hilbert curve in adjacent grids for the avoided “jumping” phenomenon. The experimental results show that 

the efficiency of Delaunay triangulation by multi-grid combined with Hilbert curve insertion algorithm can 

be improved significantly for both uniform and non-uniform distributed point cloud data compared with 

CGAL, regular grid insertion and multi-grid insertion algorithm. 

 

Key words: Delaunay triangulation; Hilbert curve; mesh division; multi-grid; point cloud data 

在二维 Delaunay 三角剖分领域, 已经形成了 以逐点插入法[1]、分治算法[2]以及三角网生长法[3]
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为主的 3种方法. 其中, 三角网生长法由于要频繁

遍历数据点, 时间效率低且算法复杂, 目前已很少

采用; 分治算法的优点是时间效率高, 但占用空间

大, 算法复杂度高, 通常将并行计算与分治算法结

合, 能够大幅提高算法的效率, 但并行计算对硬件

要求较高, 不具有普遍性; 传统逐点插入法在定位

插入点时要遍历平面上所有已生成的三角形 , 当

需要处理的点云数据较大时 , 由于计算次数的增

加和三角剖分程度的增加, 该算法的计算量大, 算

法执行速度较慢[4]. 但逐点插入法算法简单、占用

空间小、便于动态更新, 这些特有的优点使逐点插

入法逐渐成为目前最流行的一种算法 , 并且也出

现了许多对逐点插入法的改进方法. 经过Lee等[5], 

Bowyer[6], Watson[7], Sloan[8], Macedonia等[9], Flo- 

riani等[10], Tsai[11]先后对逐点插入法不同程度的发

展和完善[12], 形成了以创建初始包围盒、点定位、

空腔扩展[6-7]、更新三角网为主要流程的逐点插入

法. 在此基础上, 许多方法被提出用于进一步提高

逐点插入法的效率. 网格索引法 [13]利用网格索引

提高点定位三角形的速度; 缺点是每形成一个新

的三角形都要更新网格索引, 使整体效率降低, 若

不使用网格索引 , 算法效率会在很大程度上取决

于点插入三角网的顺序. Amenta 等[14]提出了一种

有偏随机插入顺序 , 可以使外接圆判断次数降到

很低, 但会在寻找点所在三角形时耗费大量时间. 

文献[8]提出了划分均匀网格, 按网格将点排序后

插入的方法. Liu等[15], Zhou等[16], Boissonnat等[17], 

Buchin[18-19]在划分均匀网格排序的基础上提出了

依照不同的空间填充曲线(如 Hilbert 曲线、Peano

曲线等)顺序遍历插入网格中点的方法, 进一步提

高了划分均匀网格加点的效率; 但均匀网格划分

只对于均匀分布点集具有较好的效果 , 对于非均

匀分布点集效果不佳. Devroye 等[20-21]提出了 k-D

树的网格划分方法, 相对均匀网格划分, 该方法能

提高对非均匀分布点集的构网效率; 但 k-D树本身

算法复杂度高, 构建 k-D 树网格会耗费大量时间, 

导致最终效率不高. 在此基础上, Lo[22]提出了多重

网格划分算法, 该算法复杂度低, 对任意分布点集

都有较高的构网效率; 但是由于对网格的处理采

用逐列遍历的顺序和一次性插入网格中全部点的

方式 , 在构网过程中会产生很多不必要的狭长三

角形, 构建和删除这些三角形会占用额外的时间, 

从而使构网效率降低.  

通过对二维 Delaunay 逐点插入算法效率的影

响因素分析, 本文将多重网格划分与 Hilbert 曲线

进行结合 , 并采用添加控制点和调整相邻网格间

Hilbert 曲线遍历顺序的方式 , 进一步提高构建

Delaunay三角网的效率. 

1  基于网格排序的逐点插入算法 

基于网格排序的逐点插入法的构网时间主要

分为三部分:  

Part1. 对点插入顺序的预处理;  

Part2. 找出插入点所在的三角形;  

Part3. 用 Bowyer-Watson 算法[6-7]进行三角网

的更新.  

Part1 对于不是很复杂的点排序方法耗费的时

间一般会比 Part2和 Part3的时间短很多, 在此不做

重点讨论. 对于 Part2和 Part3, 当插入点一个紧挨

着一个插入时, 会使 Part2 的时间降到最短, 但是

这样会形成很多狭长的三角形 , 从而扩大受影响

区域, 使插入点进行外接圆判断的次数过多, 造成

Part3 的时间成倍增加; 而当插入点顺序为随机排

列时, Part3的时间会降到最短, 但是会使插入点与

最新更新的三角形相隔较远, 造成 Part2 的时间成

几十甚至上百倍增加. 所以, 调整点的插入顺序 , 

使得插入点既相隔很近又能尽量减少生成的狭长

三角形数量, 从而使 Part2与 Part3的时间之和降到

最低, 是提高算法效率的重要因素.  

根据上述时间规律 , 规则网格划分对于分布

较为均匀的点集能够较好地平衡 Part2 和 Part3 的

时间关系[8]. 然而, 对于分布不均匀的点集, 由于

在网格划分过程中会形成很多点集分布过密或者

过疏的网格, 规则网格划分的构网效率相对较低. 

文献[22]提出了一种多重网格划分算法, 用迭代划

分的方式使网格划分更加合理 , 对非均匀分布点

集的构网效率有所提升; 但该算法网格遍历顺序

仍然采用的是“左右右左”的逐行遍历形式, 如图 1

所示. 

 
 

图 1  多重网格点的插入顺序 
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图 1中的遍历网格顺序存在一定的弊端. 对于

分布较均匀的点集, 当网格遍历到当前行时, 它会

与前一行网格中的边界点连接形成很多狭长三角

形(如图 2 中红色三角形), 这些三角形在以后点的

插入过程中都需要删除, 会增加 Part3 的时间. 而

且在搜索点所在三角形时 , 由于这些狭长三角形

比较密集, 也会增加 Part2 的时间. 除此之外, 多

重网格构网过程中 , 会出现插入点与包围盒的四

个顶点形成很多狭长且需要删除的三角形(如图 3

所示)、以及相邻网格起始插入点 Part2中搜索三角

形数量较多(如图 4中红色三角形)的情况. 

 

 
 

图 2  与前一行边界点形成大量狭长三角形 

 

 
 

图 3  与包围盒四个顶点形成大量狭长三角形 

 

 
 

图 4  相邻网格插入点相距较远的现象 
 

2  本文算法 

根据基于网格的逐点插入算法存在的弊端和

Hilbert 曲线的空间局部性特征 , 本文提出基于

Hilbert 曲线的多重网格构网算法: 先按照多重网

格划分的规则来划分网格, 然后按照 Hilbert 曲线

的路径来遍历网格 , 结合控制点设置解决多重网

格方法存在的问题, 提高 Delaunay构网效率. 

2.1  网格划分规则 
多重网格划分的目的是在尽量减少空网格的

前提下 , 保证每个网格中点的个数均小于等于

maxN (经实验验证, 对于大规模点云数据, maxN 在

50~200 都可以取得较高的构网效率, 且差别不大. 

本文 maxN 取 50), 使前后插入点之间相隔的三角形

较少, 进而减少定位点所在三角形的时间. 因此 , 

当网格中点数大于 maxN 时, 就要进行下一级网格

的划分 . 设原始点集所在区域形成的零级网格为
0G , 则对于网格 0G 的每一个网格划分单元, 都会

形成一个迭代划分过程 , 每个迭代过程生成的网

格单元有如下关系(m为停止划分的当前网格级数): 
0 1 1m mG G G G   .   

为了满足 Hilbert 曲线遍历的要求, 必须保证

每一级网格的网格数 grid 4rN  , 每行和每列的网

格数 side 2rN  , 其中 r 为要划分 Hilbert 网格的阶

数且 r . 对于含有 pN 个点的满足网格划分条

件( p maxN N )的网格 1mG  , 设置每个网格的平均

点数 aveN (根据文献[22], 在 4~16 时构网效率最高), 

由集合 1mP  中的点数 p ave 4rN N  , 可求得 : 

p
4

ave

log
N

r
N

 
  
 

. 为了避免 r 的取整操作使网格平

均点数 p

4r

N
过大, 需要进行如下判断:  

若 p 16
4r

N
 , 则 1r r  , 这样可以保证平均网

格点数在 4~16.  

用 1 1
p{ ( , ) | 1, 2, , }m m

i i iP p x y i N     表示落

在网格 1mG  中的点, 令 maxx ,  minx , maxy , miny 分

别为 ix 和 iy 的最大最小值, 则集合 1mP  中点的横

坐 标 跨 度 span max minX x x  , 纵 坐 标 跨 度

span max minY y y  , 网格的行宽 span
r

side

Y
W

N
 , 列宽

span
c

side

X
W

N
 .  

最终, 对于分配点集合 1mP  中点到网格集合

side{( , ) | , 1, 2, , }mG row col row col N   中的分配规

则为 1 min min

r c

1, 1m i i
i

y y x x
p

W W
   
   

 
.   
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上述为在 1mG  区域继续划分网格 mG 的规则, 

基于该规则对整个数据点集, 从 1m  开始进行迭

代网格划分. 每当在 1mG  区域划分网格 mG 时, 逐

个判断每个 mG 网格单元中点数是否满足网格划

分条件, 若满足, 则按照上述规则在此 mG 网格单

元区域继续迭代划分网格 1mG  ; 否则, 进行下一

个 mG 网格单元的判断, 直到所有的网格判断和划

分完毕.  

2.2  Hilbert 曲线路径 
Hilbert 曲线是由德国数学家 David Hilbert 在

1891 年提出的一种空间分形曲线, 其特点是充满整

个空间并能维持数据的局部性特征 . 与其他空间

分形曲线相比, Hilbert曲线拥有最优的聚集特性[23]. 

本文将二维 Hilbert 曲线应用到多重网格划分

的 Delaunay 构网过程中. 根据李晨阳等[24]对 N 维

Hilbert 曲线的定义, n 阶二维 Hilbert 曲线 nH ( n   

1, 2,3, )是一条可以填充一个 2 2n n 平面区域的

曲线 , 它可以不自交地通过格形方块每一格点中

心, 有且仅有一次, 并充满整个格形方块区域[25].  

定义 1. 二维 Hilbert细胞. 当 n=1时, 其对应

的二维 Hilbert曲线就是任意阶数二维 Hilbert曲线

的一个细胞, 如图 5a所示. 
 

 
 

图 5  1~3阶 Hilbert曲线 
 

定义 2. 二维 Hilbert 基因. 将任意一个二维 n

阶 Hilbert曲线按照图 5b划分为 4等份, 并把每一

份的位置用变量 l 表示 , l=0,1,2,3. 则一个二维

Hilbert基因是一系列变换指令信息列表, 其中 l为

nH 的位置变量, 它控制如何由 1nH  生成 Hn. 基因

列表如表 1所示.  
 

表 1  Hilbert 基因列表 

l  变换  方向 

0 顺时针旋转 90° 求反 

1 不变 不变 

2 不变 不变 

3 逆时针旋转 90° 求反 

 

表 1中, “变换”是指 nH 所对应的位置 l部分以

1nH  怎样的旋转变换来填充, “方向”指对应的位

置 l 的部分以变换好的 1nH  填充后在 nH 中是否保

持原来的方向. 按照基因列表填充 nH 的 4 个区域

后, 如图 5b, 5c所示, 将位置 0~1, 1~2, 2~3之间的

曲线间断处连接 , 即完成了 1nH  生成 nH 的过程 , 

进而可以得到 n为任意正整数的二维 Hilbert曲线.  

由图 5可知, Hilbert曲线的空间局部性特征可

以使每一个网格与其前后数个通过的网格保持很

近的距离. 所以以 Hilbert 曲线顺序遍历网格可以

使连续 2个插入点不会相隔太远, 而且也不会形成

太多狭长的三角形, 从而可以提高 Delaunay 三角

网的构网效率.  

但是当 Hilbert曲线顺序运用到多重网格中时, 

对于每一级网格, 如果 Hilbert 曲线遍历顺序一直

按照之前从左下角到右下角的形式, 则会出现“跳

跃”的情况. 如图 6所示, 不对 1mG  的网格遍历顺

序作变换, 2 个连续的 mG 单元可能会出现前一个

单元最后一个插入点 p 与后一个单元第一个插入

点 q相隔较远的情况, 这样会在点 q寻找所在三角

形时增加判断的次数而降低效率. 所以, 当遇到这

种情况时, 要在原 Hilbert 曲线的基础上作一定的 

 

 
 

图 6  “跳跃”现象 
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变换, 使 p和 q能够位于相邻网格中, 从而提高效率. 

定义 3. 二维多重 Hilbert基因. 一个二维多重

Hilbert 基因是一系列变换指令信息列表, 它控制

对 mG 的一个网格单元所占区域划分形成 1mG  时 
1mG  的网格遍历顺序 , 设 m

iG 为 1mG  区域按

Hilbert 曲线顺序遍历的第 i 个 mG 网格, 如果要在
m
iG 区域继续划分下一级网格 1mG  , 则基因列表

如表 2所示. 
 

表 2  多重 Hilbert 基因列表 

位置关系 

1

m

iG  与
m

iG  
m

i
G 与

1

m

i
G


 

遍历 1m
G

 的起止位置 

左→右 下→上 左下角→左上角 

左→右 上→下 左下角→右下角 

右→左 下→上 右上角→左上角 

右→左 上→下 右上角→右下角 

上→下 左→右 右上角→右下角 

上→下 右→左 右上角→左上角 

下→上 左→右 左下角→右下角 

下→上 右→左 左下角→左上角 

左→右 左→右 左下角→右下角 

右→左 右→左 右上角→左上角 

上→下 上→下 右上角→右下角 

下→上 下→上 左下角→左上角 

 左→右 左下角→右下角 

左→右  左下角→右下角 

 上→下 右上角→右下角 

上→下  右上角→右下角 

 右→左 右上角→左上角 

右→左  右上角→左上角 

 下→上 左下角→左上角 

下→上  左下角→左上角 

 

表 2中, 第 1列的空白代表 i=0, 即 m
iG 为第一

个遍历的网格; 第 2列的空白代表 i取最大, 即 m
iG

为最后一个遍历的网格.  

按照表 2对网格遍历顺序进行变换后, “跳跃”

现象最终被避免. 图 7所示为图 6网格划分经过多 

重 Hilbert 基因列表变换后, 最终 Hilbert曲线在多

重网格中形成的路径顺序, 可以看出, 变换后的路

径避免了“跳跃”现象. 

2.3  控制点 
为了减少插入点与包围盒 4 个顶点以及已完

成 Delaunay 构网的区域边界形成的狭长三角形数

量, 本文从全部数据点集中选取控制点集, 在按网

格插入全部数据点之前先将控制点集插入三角网 

 
 

图 7  本文算法网格遍历顺序 

 

中. 这样, 在插入非控制点时非控制点就会与控制

点相连, 从而减少了与包围盒 4 个顶点和已完成

Delaunay 构网的区域边界形成的狭长三角形数量. 

控制点集的选取规则如下： 

对于每个有点的网格单元 1G , 只取该网格点

集 1P 的第一个点, 无点的网格单元直接跳过.  

控制点选取的顺序是按照 Hilbert 曲线的逆序

遍历网格 1G (正序为从左下角→右下角的顺序, 反

序为从右下角→左下角的顺序), 因为逆序遍历可

以使控制点集中最后一个插入点与第一个插入的

非控制点在同一个 1G 中, 使后者搜寻其所在三角

形时能够快速搜索到 . 图 8 所示为均匀分布的   

10 000个数据点的点集不添加控制点插入第 2 000

个点时形成的 Delaunay三角网; 图 8b所示为相同

点集添加控制点后插入与图 8a 相同位置点时形成

的Delaunay三角网. 从图 8可以看出, 与不添加控

制点相比 , 添加控制点会使插入点与包围盒顶点

以及已完成 Delaunay 构网的区域边界形成的狭长

三角形数量大大减少. 
 

   

a. 不添加控制点          b. 添加控制点 

图 8  插入点 2 000点时 Delaunay三角网情况 
 

2.4  本文算法流程 
本文提出的 Delaunay 构网整体排序过程伪代

码如下: 
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begin 
if 输入点集点数大于 Nmax, then 

m←1;  

griddivide(m);  
else 
将输入点集放入非控制点数组;  

end if 
按控制点数组中存放点顺序的逆序将其中的点

依次插入三角网;  

按非控制点数组中存放点顺序将其中的点依次

插入三角网;  

end 
函数 griddivide(m)的伪代码如下:  

begin 
按网格划分规则划分 Gm, 并为 Gm分配点;  

按照调整后的 Hilbert曲线确定遍历 Gm顺序;  

i←0;  

while Gm未遍历结束 do 

if m==1, then 
将第 i 个 G1网格单元第一个点放入控制点

数组;  

将该点从该网格中删除;  

end if 
if 第 i个 Gm网格中点个数大于 Nmax, then 

griddivide(m+1);  
else 
将该Gm网格单元中点放入非控制点数组; 

end if 
i++;  

end while 
end 

3  实验及结果分析 

为了测试本文算法的效率, 对点数为 1 000万

的均匀点集, 非均匀点集(直线型、交叉型、环型、

螺旋型)以及混合型点集(图 9a~9f, 图中为点集点

数抽稀到 10 000的情况)分别用 CGAL、规则网格

划分算法(简称为 RG)、多重网格划分算法(简称为

MG)[22]、Hilbert 曲线与多重网格结合算法(简称为

HG)进行了实验 , 实验环境为 Intel(R) Xeon(R) 

CPU E5-1620 0 @ 3.60 Hz, 8 GB内存, win7, 64位操

作系统, 实验结果如表 3所示. 根据第 1节中所述, 

逐点插入法的构网时间主要由 Part2 和 Part3 组成, 

其中 Part2的时间与每个点的首三角形与该点所在

三角形之间要判断的三角形个数的平均值(the aver-

age number of passed triangles for point positioning, 
NP)成正比, Part3的时间与每个插入点删除的三角

形数量的平均值(the average number of removed 

conflicting triangles, NR)成正比. 在点排序算法不

是很复杂的情况下, NR和 NP的值越小, 构网效率

越高. 为使对比结果更加直观, 充分反映网格遍历

顺序对构网效率的影响, 表 3 中的 MG 均采用与

HG 完全相同的网格划分, 只是网格遍历顺序不同; 

RG则采用与 HG中 1G 完全相同的网格划分. 由于

CGAL中的 Delaunay建模方法没有提供 NR和 NP

的统计信息, 因此表 3 只列出了 CGAL 的总时间, 

来与其他 3种方法进行对比.  

 

     

a. 均匀点集              b. 直线型点集 

   

c. 交叉型点集             d. 环型点集 

 

e. 螺旋型点集              f. 混合型点集 

图 9  不同分布的点集 

 
从表 3 可以看出, 对于均匀分布点集, 由于

RG 和 MG 的网格划分结果是完全相同的, 它们的

NP, NR值完全相同, 效率也基本相同; CGAL的构

网效率略高于MG; HG的构网效率是 3种算法中最

高的, NP, NR值较 MG有了显著的降低. 就构网时

间来看, HG 能较 MG 减少约 20%的时间消耗. 对

于直线型和交叉型分布点集, RG 的效率最低, 构

网时间大约是 HG 的 1.5 倍; MG 的效率比 CGAL 
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表 3  不同点集 4 种算法效率对比
① 

点集类型 
算法 对比参数 

均匀 直线型 交叉型 环型 螺旋型 混合型 

CGAL 总时间/ms 14 461 14 929 14 508 14 508 14 586 14 539 

NP 5.72 23.46 17.21 10.47 7.09 7.71 

NR 6.07 4.27 4.49 4.87 6.57 5.81 

点排序时间/ms 1 373 577 577 530 436 1 279 

点插入时间/ms 13 323 19 406 16 567 13 510 14 149 13 821 

RG 

总时间/ms 14 914 20 030 17 207 14 102 14 648 15 319 

NP 5.72 4.80 4.58 4.76 4.51 5.54 

NR 6.07 5.22 5.44 5.51 5.98 5.89 

点排序时间/ms 1 622 2 059 2 075 1 638 1 419 1 685 

点插入时间/ms 13 432 11 965 12 200 1 2028 12 168 13 057 

MG 

总时间/ms 15 070 14 040 14 290 1 3682 13 603 14 757 

NP 4.05 4.24 3.96 3.90 3.68 4.06 

NR 4.15 4.62 4.57 4.38 4.78 4.17 

点排序时间/ms 1 435 2 106 2 106 1 607 1 420 1 528 

点插入时间/ms 10 218 10 952 10 639 9 844 10 280 10 156 

HG 

总时间/ms 11 887 13 120 12 823 11 529 11 778 11 918 

 

略高; HG效率最高, 其 NP, NR值都比 MG降低了

约 0.5, 构网时间减少了 10%. 对于环型和螺旋型

分布点集, CGAL和 RG效率相当; MG比 CGAL和

RG效率高 5%左右; HG的 NP, NR值相比MG降低

了 1左右, 所以效率提升也较直线型和交叉型分布

明显, 构网时间较MG降低约 15%. 对于混合型点

集, 与均匀分布点集相似, CGAL, RG, MG的效率

都差别不大, 而 HG 的 NP, NR 值都较 RG 和 MG

有较为明显的下降, 效率提高约 20%.  

从不同算法的角度看, CGAL随点集分布的不

同, 构网时间几乎不产生变化, 其构网速度基本都

稳定在 690点/ms; RG随点集分布的不同构网效率

变化非常大, 在对直线型点集进行构网时, 速度约

为 500 点/ms, 而对环型点集进行构网时, 速度约

为 710点/ms; MG随点集分布的不同构网效率变化

也不大, 其构网速度与 CGAL相当, 对于均匀分布

点集和混合型分布点集略慢, 约为 670 点/ms, 而

对于非均匀分布点集略快, 约为 720点/ms; HG中

直线型和交叉型分布相对于其他分布对构网效率

的提升幅度略小, 构网速度约为 770 点/ms, 而其

他分布的构网速度约为 850 点/ms. 从表 3 可以明

显地看出, 与其他 3种算法相比, 对于不同分布的

点集, HG的构网效率都是 4种算法中最高的. 

4  结  语 

针对二维 Delaunay 构网过程中形成大量狭长

三角形和相邻网格插入点相距较远等问题 , 本文

提出了一种 Hilbert 曲线与多重网格划分结合的算

法. 该算法通过划分多重网格、添加控制点以及采

用调整后的 Hilbert 路径遍历网格等方式, 使效率

得到了进一步的提升. 实验结果表明, 不论点集如

何分布, 本文算法的 NP, NR值都比规则网格、多

重网格要低 , 说明该算法中要反复删除和创建的

狭长三角形的数量以及相邻插入点间隔的三角形

数量相对较少 , 所以最终的构网时间也较这两种

算法有所减少. 与目前普遍认为较快的 CGAL 构

建二维 Delaunay 三角网的方法相比, 对于各种分

布的点集, 本文算法的效率仍然能高出 10%~20%, 

说明该算法对于任意分布的二维大规模点云数据

的 Delaunay建模具有较好的应用价值. 
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